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▶ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t s✉✛❡rs
❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐s❡❛s❡

▶ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t
❛ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡rs♦♥ ❤❛s t❤❡ ❞✐s❡❛s❡

▶ ♦♣❡♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❛❜❡t❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❣❡ ❛♥❞
s❡①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

▶ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✿ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛❝❤✐♥❡r② t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛

▶ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
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✰ ❞❛t❛ ❂ s✉❜s❡t✭♥❤✱ s❡① ❂❂ ✧▼✧✮✮
❃ ★ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇♦♠❡♥
❃ ❲❛ ❁✲ ✉♣❞❛t❡✭▼❛✱ ❞❛t❛ ❂ s✉❜s❡t✭♥❤✱ s❡① ❂❂ ✧❲✧✮✮
❃ ★
❃ ★ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s
❃ ♣▼ ❁✲ ❝✐✳♣r❡❞✭▼❛✱ ❞❛✮
❃ ♣❲ ❁✲ ❝✐✳♣r❡❞✭❲❛✱ ❞❛✮
❃ ★
❃ ★ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s
❃ ♠✇ ❁✲ ❝✐✳r❛t✐♦✭♣▼✱ ♣❲✮

Pr❡✈❛❧❡♥❝❡✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✭♣r❡✈✲♣r♦❜✮ ✶✺✴ ✺✸

♣❧♦t ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s ❢♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥

❃ ★ ♣❧♦t ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s ❢♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥
❃ ♠❛ts❤❛❞❡✭❞❛✩❛❣❡♣✱ ❝❜✐♥❞✭♣▼✱ ♣❲✮ ✯ ✶✵✵✱
✰ ♣❧♦t ❂ ❚❘❯❊✱
✰ ①❧❛❜ ❂ ✧❆❣❡ ✭②❡❛rs✮✧✱
✰ ②❧❛❜ ❂ ✧Pr❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐❛❜❡t❡s ✭✪✮✧✱ ②❧✐♠ ❂ ❝✭✵✱ ✷✺✮✱ ②❛①s ❂ ✧✐✧✱
✰ ❝♦❧ ❂ ❝✭✧❜❧✉❡✧✱ ✧r❡❞✧✮✱ ❧✇❞ ❂ ✸✮
❃ ❛①✐s✭s✐❞❡ ❂ ✶✱ ❛t ❂ s❡q✭✶✺✱ ✾✺✱ ✺✮✱ ❧❛❜❡❧s ❂ ◆❆✱ t❝❧ ❂ ✲✵✳✸✮
❃ ❛①✐s✭s✐❞❡ ❂ ✶✱ ❛t ❂ s❡q✭✶✵✱ ✾✵✱✶✵✮✱ ❧❛❜❡❧s ❂ ◆❆✱ t❝❧ ❂ ✲✵✳✺✮
❃ ★
❃ ★ ♣❧♦t r❛t✐♦ ♦❢ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡s
❃ ♠❛ts❤❛❞❡✭❞❛✩❛❣❡♣✱ ♠✇ ✯ ✺✱ ❧✇❞ ❂✸✮
❃ ❧✐♥❡s✭❝✭✶✵✱✶✵✵✮✱ ❝✭✺✱✺✮✮
❃ ❛①✐s✭s✐❞❡ ❂ ✹✱ ❛t ❂ ❝✭✶✱ ✶✳✺✱ ✷✮ ✯ ✺✱ ❧❛❜❡❧s ❂ ❝✭✶✱ ✶✳✺✱ ✷✮✮
❃ ❛①✐s✭s✐❞❡ ❂ ✹✱ ❛t ❂ s❡q✭✵✳✽✱ ✷✱ ✵✳✶✮ ✯ ✺✱ ❧❛❜❡❧s ❂ ◆❆✱ t❝❧ ❂ ✲✵✳✸✮
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▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts

❇❡♥❞✐① ❈❛rst❡♥s❡♥

Pr❡✈❛❧❡♥❝❡✱ ♠♦rt❛❧✐t② ❛♥❞ s✉r✈✐✈❛❧ ✐♥ ❞✐❛❜❡t❡s ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②
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♠♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts

▶ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ✐s t❤❡ ✏❢♦r❝❡ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t②✑

▶ s♣❡❡❞ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛t❤s ♦❝❝✉r

▶ ❛ t✐♠❡ ❛s♣❡❝t✖❤♦✇ ❧♦♥❣ ❤❛✈❡ ♣❡♦♣❧❡ ❜❡❡♥ ❛t r✐s❦ ♦❢ ❞②✐♥❣

▶ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✿
▶ ❤♦✇ ♠❛♥② ♣❡rs♦♥s ❢♦r ❤♦✇ ❧♦♥❣ t✐♠❡

✭t❤❡ r✐s❦ t✐♠❡ ♦r ✏♣❡rs♦♥✲②❡❛rs✑✮
▶ ❤♦✇ ♠❛♥② ❞❡❛t❤s ✭❡✈❡♥ts✮ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳

▶ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛ ♣❡rs♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ❛t r✐s❦ ♦❢ ❞②✐♥❣

▶ ❛ ♣❡rs♦♥ ✐s ❛t r✐s❦ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐❢ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❝♦r❞❡❞ ❛s ❞❡❛❞ ❤❛❞ s❤❡ ❞✐❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✶✽✴ ✺✸

♠♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts

▶ ❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛
♣❡rs♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛t r✐s❦ ♦❢ ❞②✐♥❣

▶ ❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✮
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t②

▶ ❛ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❞❡❛t❤ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥
✖❜❡✐♥❣ ❛❧✐✈❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t
✖❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✐♥t❡r✈❛❧ h✿

λ(t) = ❧✐♠h→0 P {❡✈❡♥t ✐♥ (t, t+ h] | ❛❧✐✈❡ ❛t t} /h

▶ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♣♦✐♥t t
▶ ✐♥ ♣r❛t✐s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ s♦♠❡ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✶✾✴ ✺✸

♠♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts

λ(t) = ❧✐♠h→0 P {❡✈❡♥t ✐♥ (t, t+ h] | ❛❧✐✈❡ ❛t t} /h

▶ t❤❡ t ❤❡r❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡
✖✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ✐s ❛t r✐s❦❀

▶ t❤❡ h ✐s t❤❡ r✐s❦ t✐♠❡
✖❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛t r✐s❦

▶ ❚❤❡ r❛t❡ ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t✐♠❡−1✖♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✴❡✈❡♥ts ♣❡r t✐♠❡✳

▶ ❚❤❡ ♠♦rt❛❧✐t② ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✱ ❜✉t ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✿
λ(t) = λ ∀t✳

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✷✵✴ ✺✸

♠♦rt❛❧✐t②✿ ❞❛t❛

❃ ❞❛t❛✭❉▼❧❛t❡✮
❃ s❡t✳s❡❡❞✭✶✾✺✷✮
❃ ❉▼❧❛t❡ ❁✲ ❉▼❧❛t❡❬s❛♠♣❧❡✭✶✿♥r♦✇✭❉▼❧❛t❡✮✱ ✷✵✵✵✮✱❪
❃ r♦✇♥❛♠❡s✭❉▼❧❛t❡✮ ❁✲ ✶✿✷✵✵✵
❃ str✭❉▼❧❛t❡✮

✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✷✵✵✵ ♦❜s✳ ♦❢ ✼ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
✩ s❡① ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧▼✧✱✧❋✧✿ ✷ ✶ ✷ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
✩ ❞♦❜t❤✿ ♥✉♠ ✶✾✻✹ ✶✾✹✹ ✶✾✺✼ ✶✾✺✷ ✶✾✺✷ ✳✳✳
✩ ❞♦❞♠ ✿ ♥✉♠ ✷✵✵✸ ✷✵✵✻ ✷✵✵✽ ✷✵✵✼ ✷✵✵✸ ✳✳✳
✩ ❞♦❞t❤✿ ♥✉♠ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✳✳✳
✩ ❞♦♦❛❞✿ ♥✉♠ ◆❆ ✷✵✵✻ ◆❆ ✷✵✵✼ ✷✵✵✻ ✳✳✳
✩ ❞♦✐♥s✿ ♥✉♠ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✵✽ ◆❆ ✳✳✳
✩ ❞♦① ✿ ♥✉♠ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✳✳✳

❃ ❤❡❛❞✭❉▼❧❛t❡✮

s❡① ❞♦❜t❤ ❞♦❞♠ ❞♦❞t❤ ❞♦♦❛❞ ❞♦✐♥s ❞♦①
✶ ❋ ✶✾✻✸✳✺✾✶ ✷✵✵✸✳✹✽✶ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✵✾✳✾✾✼
✷ ▼ ✶✾✹✹✳✶✷✼ ✷✵✵✺✳✻✹✹ ◆❆ ✷✵✵✺✳✼✼✽ ◆❆ ✷✵✵✾✳✾✾✼
✸ ❋ ✶✾✺✻✳✼✾✵ ✷✵✵✼✳✽✽✻ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✵✾✳✾✾✼
✹ ▼ ✶✾✺✷✳✸✺✺ ✷✵✵✻✳✾✻✾ ◆❆ ✷✵✵✻✳✾✻✾ ✷✵✵✽✳✵✷✻ ✷✵✵✾✳✾✾✼
✺ ▼ ✶✾✺✷✳✷✹✵ ✷✵✵✸✳✸✻✶ ◆❆ ✷✵✵✺✳✽✺✷ ◆❆ ✷✵✵✾✳✾✾✼
✻ ▼ ✶✾✼✽✳✼✺✽ ✷✵✵✶✳✾✹✽ ◆❆ ◆❆ ✷✵✵✶✳✾✻✼ ✷✵✵✾✳✾✾✼

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✷✶✴ ✺✸

♠♦rt❛❧✐t②✿ r✐s❦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❛t❤s

❃ ✭② ❁✲ ✇✐t❤✭❉▼❧❛t❡✱ s✉♠✭❞♦① ✲ ❞♦❞♠✮✮✮

❬✶❪ ✶✵✼✹✷✳✸✹

❃ ✭❞ ❁✲ ✇✐t❤✭❉▼❧❛t❡✱ s✉♠✭✦✐s✳♥❛✭❞♦❞t❤✮✮✮✮

❬✶❪ ✹✼✾

❃ ❞ ✴ ②

❬✶❪ ✵✳✵✹✹✺✽✾✾✶

❃ r♦✉♥❞✭❞ ✴ ② ✯ ✶✵✵✱ ✶✮

❬✶❪ ✹✳✺

❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs❄

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✷✷✴ ✺✸

♠♦rt❛❧✐t②✿ r✐s❦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❛t❤s

❃ tt ❁✲ ①t❛❜s✭❝❜✐♥❞✭❉ ❂ ✦✐s✳♥❛✭❞♦❞t❤✮✱
✰ ❨ ❂ ❞♦① ✲ ❞♦❞♠✮ ⑦
✰ ❛❣r✱
✰ ❞❛t❛ ❂ ♠✉t❛t❡✭❉▼❧❛t❡✱
✰ ❛❣r ❂ ❝✉t✭❞♦❞♠ ✲ ❞♦❜t❤✱
✰ s❡q✭✵✱ ✶✵✵✱ ✶✵✮✱
✰ r✐❣❤t ❂ ❋❆▲❙❊✮✮✮
❃ tt

❛❣r ❉ ❨
❬✵✱✶✵✮ ✵✳✵✵✵✵✵ ✶✵✹✳✸✼✷✸✺
❬✶✵✱✷✵✮ ✶✳✵✵✵✵✵ ✶✹✻✳✶✶✵✽✽
❬✷✵✱✸✵✮ ✵✳✵✵✵✵✵ ✷✼✶✳✽✻✵✸✼
❬✸✵✱✹✵✮ ✸✳✵✵✵✵✵ ✼✶✵✳✺✵✺✶✸
❬✹✵✱✺✵✮ ✶✹✳✵✵✵✵✵ ✶✺✵✸✳✸✻✷✵✽
❬✺✵✱✻✵✮ ✺✺✳✵✵✵✵✵ ✷✸✷✸✳✷✽✷✻✽
❬✻✵✱✼✵✮ ✾✾✳✵✵✵✵✵ ✷✾✹✷✳✵✹✷✹✹
❬✼✵✱✽✵✮ ✶✽✽✳✵✵✵✵✵ ✷✵✷✼✳✹✺✺✶✼
❬✽✵✱✾✵✮ ✾✽✳✵✵✵✵✵ ✻✻✵✳✷✻✺✺✼
❬✾✵✱✶✵✵✮ ✷✶✳✵✵✵✵✵ ✺✸✳✵✽✹✶✾

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✷✸✴ ✺✸

♠♦rt❛❧✐t②✿ r✐s❦ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❛t❤s

❃ ❝❜✐♥❞✭♠♦rt ❂ tt❬✱ ✧❉✧❪ ✴ tt❬✱ ✧❨✧❪ ✯ ✶✵✵✮

♠♦rt
❬✵✱✶✵✮ ✵✳✵✵✵✵✵✵✵
❬✶✵✱✷✵✮ ✵✳✻✽✹✹✶✶✼
❬✷✵✱✸✵✮ ✵✳✵✵✵✵✵✵✵
❬✸✵✱✹✵✮ ✵✳✹✷✷✷✸✹✽
❬✹✵✱✺✵✮ ✵✳✾✸✶✷✹✻✶
❬✺✵✱✻✵✮ ✷✳✸✻✼✸✹✵✵
❬✻✵✱✼✵✮ ✸✳✸✻✺✵✵✾✷
❬✼✵✱✽✵✮ ✾✳✷✼✷✼✵✽✶
❬✽✵✱✾✵✮ ✶✹✳✽✹✷✺✶✷✺
❬✾✵✱✶✵✵✮ ✸✾✳✺✺✾✽✵✶✾

▼♦rt❛❧✐t②✿ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♠♦rt✲❝♦♥❝✮ ✷✹✴ ✺✸

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡

❇❡♥❞✐① ❈❛rst❡♥s❡♥

Pr❡✈❛❧❡♥❝❡✱ ♠♦rt❛❧✐t② ❛♥❞ s✉r✈✐✈❛❧ ✐♥ ❞✐❛❜❡t❡s ❡♣✐❞❡♠✐♦❧♦❣②
■❉❊● ✷✵✷✺ ❚r❛✐♥✐♥❣ ❞❛②✱ ❇❛♥❣❦♦❦✱ ✸ ❆♣r✐❧ ✷✵✷✺

❤tt♣✿✴✴❜❡♥❞✐①❝❛rst❡♥s❡♥✳❝♦♠✴❆❞✈❈♦❤✴❝♦✉rs❡s✴■❉❊●✷✵✷✺ ♠♦rt✲❛❣❡

❛❣❡ ❛♥❞ ❛❣❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡

▶ ❲❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐s t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✭❞❡❛t❤s ❛♥❞ r✐s❦
t✐♠❡✮ ❜② t❤❡ ❛❣❡ ❛t ❞✐❛❣♥♦s✐s

▶ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❜② ❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ✭❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❛tt❛✐♥❡❞ ❛❣❡✮
✖t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ❛s ✐t ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣

▶ r❡q✉✐r❡s ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❡rs♦♥ t♦ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❝✉rr❡♥t ❛❣❡✱ s♦ ♣❡rs♦♥s ✇♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✐♥
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛❣❡ ❝❧❛ss

▶ ❤♦✇ ❧❛r❣❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ❛❣❡✲❝❧❛ss❡s ❜❡❄

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✷✺✴ ✺✸

❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

❃ ▲① ❁✲ ▲❡①✐s✭❡♥tr② ❂ ❧✐st✭❛❣❡ ❂ ❞♦❞♠ ✲ ❞♦❜t❤✮✱
✰ ❡①✐t ❂ ❧✐st✭❛❣❡ ❂ ❞♦① ✲ ❞♦❜t❤✮✱
✰ ❡①✐t✳st❛t✉s ❂ ❢❛❝t♦r✭✦✐s✳♥❛✭❞♦❞t❤✮✱ ❧❛❜❡❧s ❂ ❝✭✧❆❧✐✈❡✧✱✧❉❡❛❞✧✮✮✱
✰ ❞❛t❛ ❂ ❉▼❧❛t❡✮

◆❖❚❊✿ ❡♥tr②✳st❛t✉s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t t♦ ✧❆❧✐✈❡✧ ❢♦r ❛❧❧✳
◆❖❚❊✿ ❉r♦♣♣✐♥❣ ✶ r♦✇s ✇✐t❤ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇ ✉♣ ❁ t♦❧

❃ s✉❜s❡t✭❉▼❧❛t❡✱ ♥❡❛r✭❞♦❞♠✱ ❞♦①✮✮

s❡① ❞♦❜t❤ ❞♦❞♠ ❞♦❞t❤ ❞♦♦❛❞ ❞♦✐♥s ❞♦①
✶✽✾✺ ❋ ✶✾✸✻✳✵✻✼ ✶✾✾✻✳✾✽✹ ✶✾✾✻✳✾✽✹ ◆❆ ◆❆ ✶✾✾✻✳✾✽✹

❃ s✉♠♠❛r②✭▲①✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿
❚♦

❋r♦♠ ❆❧✐✈❡ ❉❡❛❞ ❘❡❝♦r❞s✿ ❊✈❡♥ts✿ ❘✐s❦ t✐♠❡✿ P❡rs♦♥s✿
❆❧✐✈❡ ✶✺✷✶ ✹✼✽ ✶✾✾✾ ✹✼✽ ✶✵✼✹✷✳✸✹ ✶✾✾✾

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✷✻✴ ✺✸

http://bendixcarstensen.com/AdvCoh/courses/IDEG2025


❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

❃ s✉♠♠❛r②✭▲①✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿
❚♦

❋r♦♠ ❆❧✐✈❡ ❉❡❛❞ ❘❡❝♦r❞s✿ ❊✈❡♥ts✿ ❘✐s❦ t✐♠❡✿ P❡rs♦♥s✿
❆❧✐✈❡ ✶✺✷✶ ✹✼✽ ✶✾✾✾ ✹✼✽ ✶✵✼✹✷✳✸✹ ✶✾✾✾

❃ ❤❡❛❞✭▲①✱ ✶✵✮

❧❡①✳✐❞ ❛❣❡ ❧❡①✳❞✉r ❧❡①✳❈st ❧❡①✳❳st s❡① ❞♦❜t❤ ❞♦❞♠ ❞♦❞t❤ ❞♦♦❛❞ ❞♦✐♥s ❞♦①
✶ ✸✾✳✽✾ ✻✳✺✷ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ❋ ✶✾✻✸✳✺✾ ✷✵✵✸✳✹✽ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✶✵
✷ ✻✶✳✺✷ ✹✳✸✺ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✹✹✳✶✸ ✷✵✵✺✳✻✹ ◆❆ ✷✵✵✺✳✼✽ ◆❆ ✷✵✶✵
✸ ✺✶✳✶✵ ✷✳✶✶ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ❋ ✶✾✺✻✳✼✾ ✷✵✵✼✳✽✾ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✶✵
✹ ✺✹✳✻✶ ✸✳✵✸ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✺✷✳✸✺ ✷✵✵✻✳✾✼ ◆❆ ✷✵✵✻✳✾✼ ✷✵✵✽✳✵✸ ✷✵✶✵
✺ ✺✶✳✶✷ ✻✳✻✹ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✺✷✳✷✹ ✷✵✵✸✳✸✻ ◆❆ ✷✵✵✺✳✽✺ ◆❆ ✷✵✶✵
✻ ✷✸✳✶✾ ✽✳✵✺ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✼✽✳✼✻ ✷✵✵✶✳✾✺ ◆❆ ◆❆ ✷✵✵✶✳✾✼ ✷✵✶✵
✼ ✹✼✳✶✹ ✹✳✾✸ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✺✼✳✾✸ ✷✵✵✺✳✵✼ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✶✵
✽ ✽✷✳✶✺ ✹✳✻✼ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✷✸✳✶✼ ✷✵✵✺✳✸✷ ◆❆ ✷✵✵✺✳✹✾ ◆❆ ✷✵✶✵
✾ ✻✵✳✶✽ ✻✳✼✸ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✹✸✳✵✾ ✷✵✵✸✳✷✼ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✶✵
✶✵ ✹✻✳✼✹ ✺✳✷✾ ❆❧✐✈❡ ❆❧✐✈❡ ▼ ✶✾✺✼✳✾✻ ✷✵✵✹✳✼✵ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✶✵

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✷✼✴ ✺✸

❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

❃ str✭▲①✮

❈❧❛ss❡s ✬▲❡①✐s✬ ❛♥❞ ✬❞❛t❛✳❢r❛♠❡✬✿ ✶✾✾✾ ♦❜s✳ ♦❢ ✶✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
✩ ❛❣❡ ✿ ♥✉♠ ✸✾✳✾ ✻✶✳✺ ✺✶✳✶ ✺✹✳✻ ✺✶✳✶ ✳✳✳
✩ ❧❡①✳❞✉r✿ ♥✉♠ ✻✳✺✷ ✹✳✸✺ ✷✳✶✶ ✸✳✵✸ ✻✳✻✹ ✳✳✳
✩ ❧❡①✳❈st✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧❆❧✐✈❡✧✱✧❉❡❛❞✧✿ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
✩ ❧❡①✳❳st✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧❆❧✐✈❡✧✱✧❉❡❛❞✧✿ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
✩ ❧❡①✳✐❞ ✿ ✐♥t ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✳✳✳
✩ s❡① ✿ ❋❛❝t♦r ✇✴ ✷ ❧❡✈❡❧s ✧▼✧✱✧❋✧✿ ✷ ✶ ✷ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳✳✳
✩ ❞♦❜t❤ ✿ ♥✉♠ ✶✾✻✹ ✶✾✹✹ ✶✾✺✼ ✶✾✺✷ ✶✾✺✷ ✳✳✳
✩ ❞♦❞♠ ✿ ♥✉♠ ✷✵✵✸ ✷✵✵✻ ✷✵✵✽ ✷✵✵✼ ✷✵✵✸ ✳✳✳
✩ ❞♦❞t❤ ✿ ♥✉♠ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✳✳✳
✩ ❞♦♦❛❞ ✿ ♥✉♠ ◆❆ ✷✵✵✻ ◆❆ ✷✵✵✼ ✷✵✵✻ ✳✳✳
✩ ❞♦✐♥s ✿ ♥✉♠ ◆❆ ◆❆ ◆❆ ✷✵✵✽ ◆❆ ✳✳✳
✩ ❞♦① ✿ ♥✉♠ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✷✵✶✵ ✳✳✳
✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t✐♠❡✳s❝❛❧❡s✧✮❂ ❝❤r ✧❛❣❡✧
✲ ❛ttr✭✯✱ ✧t✐♠❡✳s✐♥❝❡✧✮❂ ❝❤r ✧✧
✲ ❛ttr✭✯✱ ✧❜r❡❛❦s✧✮❂▲✐st ♦❢ ✶
✳✳✩ ❛❣❡✿ ◆❯▲▲

✇❤❛t ❞♦❡s str✭▲①✮ t❡❧❧ ②♦✉❄▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✷✽✴ ✺✸

❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ❛❧♦♥❣ ❝✉rr❡♥t ❛❣❡

❃ ❙① ❁✲ s♣❧✐t▲❡①✐s✭▲①✱ ❜r❡❛❦s ❂ s❡q✭✵✱ ✶✵✵✱ ✺✮✮
❃ s✉♠♠❛r②✭▲①✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿
❚♦

❋r♦♠ ❆❧✐✈❡ ❉❡❛❞ ❘❡❝♦r❞s✿ ❊✈❡♥ts✿ ❘✐s❦ t✐♠❡✿ P❡rs♦♥s✿
❆❧✐✈❡ ✶✺✷✶ ✹✼✽ ✶✾✾✾ ✹✼✽ ✶✵✼✹✷✳✸✹ ✶✾✾✾

❃ s✉♠♠❛r②✭❙①✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿
❚♦

❋r♦♠ ❆❧✐✈❡ ❉❡❛❞ ❘❡❝♦r❞s✿ ❊✈❡♥ts✿ ❘✐s❦ t✐♠❡✿ P❡rs♦♥s✿
❆❧✐✈❡ ✸✻✺✻ ✹✼✽ ✹✶✸✹ ✹✼✽ ✶✵✼✹✷✳✸✹ ✶✾✾✾

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✷✾✴ ✺✸

❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

t❛❜✉❧❛t❡ ❞❡❛t❤s ❛♥❞ r✐s❦✲t✐♠❡ ❜② ❝✉rr❡♥t ❛❣❡✿

❃ tt ❁✲ ①t❛❜s✭❝❜✐♥❞✭❉ ❂ ❧❡①✳❳st ❂❂ ✧❉❡❛❞✧✱
✰ ❨ ❂ ❧❡①✳❞✉r✮ ⑦
✰ ■✭❢❧♦♦r✭❛❣❡ ✴ ✺✮ ✯ ✺✮✱
✰ ❞❛t❛ ❂ ❙①✮
❃ tt

■✭❢❧♦♦r✭❛❣❡✴✺✮ ✯ ✺✮ ❉ ❨
✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✶✸✳✷✺✽✼✷✼
✺ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✹✹✳✽✸✽✹✻✼
✶✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✽✶✳✻✸✻✺✺✵
✶✺ ✶✳✵✵✵✵✵✵ ✻✺✳✶✵✹✵✸✽
✷✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✼✺✳✹✼✵✾✶✵
✷✺ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✾✼✳✵✼✻✻✻✵
✸✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵ ✷✵✸✳✶✷✹✺✼✷
✸✺ ✷✳✵✵✵✵✵✵ ✷✽✶✳✺✻✽✶✵✹
✹✵ ✸✳✵✵✵✵✵✵ ✹✹✽✳✷✼✺✽✸✽
✹✺ ✻✳✵✵✵✵✵✵ ✻✺✹✳✻✹✷✼✶✵
✺✵ ✻✳✵✵✵✵✵✵ ✽✼✾✳✽✺✵✼✽✼
✺✺ ✷✷✳✵✵✵✵✵✵ ✶✶✽✾✳✾✼✽✵✾✼
✻✵ ✸✸✳✵✵✵✵✵✵ ✶✸✶✽✳✶✼✶✶✶✻
✻✺ ✹✼✳✵✵✵✵✵✵ ✶✹✻✸✳✾✹✷✺✵✺
✼✵ ✻✼✳✵✵✵✵✵✵ ✶✸✾✻✳✶✹✷✸✻✽
✼✺ ✽✽✳✵✵✵✵✵✵ ✶✶✻✽✳✵✼✶✶✽✹
✽✵ ✽✼✳✵✵✵✵✵✵ ✼✽✾✳✹✼✷✾✻✹
✽✺ ✻✻✳✵✵✵✵✵✵ ✹✵✹✳✻✹✽✽✼✶
✾✵ ✸✾✳✵✵✵✵✵✵ ✶✸✶✳✹✻✺✹✸✺
✾✺ ✶✵✳✵✵✵✵✵✵ ✸✹✳✻✷✾✵✷✶
✶✵✵ ✶✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✾✼✶✾✸✼

❃ ✭rt ❁✲ ❝❜✐♥❞✭♠♦rt ❂ tt❬✱ ✧❉✧❪ ✴ tt❬✱ ✧❨✧❪ ✯ ✶✵✵✮✮

♠♦rt
✵ ✵✳✵✵✵✵✵✵✵
✺ ✵✳✵✵✵✵✵✵✵
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✹✺ ✵✳✾✶✻✺✸✵✺
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✼✵ ✹✳✼✾✽✾✸✼✺
✼✺ ✼✳✺✸✸✼✽✼✹
✽✵ ✶✶✳✵✷✵✵✶✵✶
✽✺ ✶✻✳✸✶✵✹✸✼✷
✾✵ ✷✾✳✻✻✺✺✾✷✹
✾✺ ✷✽✳✽✼✼✺✶✷✼
✶✵✵ ✶✵✷✳✽✽✼✸✷✸✾

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✵✴ ✺✸

❞❡❛t❤s ❛♥❞ r✐s❦✲t✐♠❡ ❜② ❝✉rr❡♥t ❛❣❡

❃ ✭rt ❁✲ ❝❜✐♥❞✭♠♦rt ❂ tt❬✱ ✧❉✧❪ ✴ tt❬✱ ✧❨✧❪ ✯ ✶✵✵✮✮

♠♦rt
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▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✶✴ ✺✸

❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

❃ ♣❧♦t✭r♦✇♥❛♠❡s✭tt✮✱ rt✱ ❧♦❣ ❂✧②✧✱ t②♣❡ ❂ ✧♦✧✱ ①❧❛❜ ❂ ✧❆❣❡✧✱ ♣❝❤ ❂ ✶✻✮

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✷✴ ✺✸

0 20 40 60 80 100

1

2

5

10

20

50

100

Age

rt

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✸✴ ✺✸

❝✉rr❡♥t ❛❣❡ ❛s t✐♠❡ s❝❛❧❡

❃ ♣❧♦t✭r♦✇♥❛♠❡s✭tt✮✱ rt✱ ❧♦❣ ❂✧②✧✱ t②♣❡ ❂ ✧s✧✱ ①❧❛❜ ❂ ✧❆❣❡✧✮
❃ ♣♦✐♥ts✭r♦✇♥❛♠❡s✭tt✮✱ rt✱ ♣❝❤ ❂ ✶✻✮

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✹✴ ✺✸
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▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✺✴ ✺✸

s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❣❡

▶ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡s ✐♥ ✺ ②❡❛r ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s ❛ ❜✐t
❝♦❛rs❡✱ ✶ ②❡❛r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

▶ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✷✶ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♦♥❡ ♣❡r ✺ ②❡❛r ❛❣❡ ❝❧❛ss✮

▶ ❤✐❣❤❧② ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ t❤❛t ✇❡❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ✶✵✶ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦rt❛❧✐t② ❜② ❛❣❡✳

▶ s♦❧✉t✐♦♥✿ ♣✉t ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ♠♦rt❛❧✐t② r❛t❡s ✐♥ t❤❡
✶✲②❡❛r ❛❣❡ ❝❧❛ss❡s

▶ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t
♥❡❡❞ t♦ t❛❜✉❧❛t❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❣❡ t♦ t❤❡
s♣❧✐t ❞❛t❛✳

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✻✴ ✺✸



s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❣❡✿ ✶ ②❡❛r ❝❧❛ss❡s

❃ ❙① ❁✲ s♣❧✐t▲❡①✐s✭▲①✱ ❜r❡❛❦s ❂ ✵✿✶✵✵✱ t✐♠❡✳s❝❛❧❡ ❂ ✧❛❣❡✧✮
❃ s✉♠♠❛r②✭▲①✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿
❚♦

❋r♦♠ ❆❧✐✈❡ ❉❡❛❞ ❘❡❝♦r❞s✿ ❊✈❡♥ts✿ ❘✐s❦ t✐♠❡✿ P❡rs♦♥s✿
❆❧✐✈❡ ✶✺✷✶ ✹✼✽ ✶✾✾✾ ✹✼✽ ✶✵✼✹✷✳✸✹ ✶✾✾✾

❃ s✉♠♠❛r②✭❙①✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥s✿
❚♦

❋r♦♠ ❆❧✐✈❡ ❉❡❛❞ ❘❡❝♦r❞s✿ ❊✈❡♥ts✿ ❘✐s❦ t✐♠❡✿ P❡rs♦♥s✿
❆❧✐✈❡ ✶✷✷✵✶ ✹✼✽ ✶✷✻✼✾ ✹✼✽ ✶✵✼✹✷✳✸✹ ✶✾✾✾

▼♦rt❛❧✐t②✿ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛❣❡ ✭♠♦rt✲❛❣❡✮ ✸✼✴ ✺✸

s♠♦♦t❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛❣❡

❃ s✉❜s❡t✭▲①✱ ❧❡①✳✐❞ ✪✐♥✪ ✶✻✿✶✼✮
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s✉r✈✐✈❛❧ ✇✐t❤ ❞✐❛❜❡t❡s

▶ ❞❛t❛ ✐s ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐❛❜❡t❡s ♣❛t✐❡♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐❛❜❡t❡s

▶ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛s❦ ❢♦r t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡
❢r♦♠ ❞✐❛❣♥♦s✐s✳

▶ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
❛✮ ♠♦rt❛❧✐t②✱ λ(t) ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t = 0 ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞

❛♥❞
❜✮ t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ S(t) ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

✐s✿

S(t) = ❡①♣

(

−

∫

t

0

λ(u) du
)
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s✉r✈✐✈❛❧ ❛♥❞ ♠♦rt❛❧✐t②
S(t) = ❡①♣

(

−

∫

t

0

λ(u) du
)
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s✉r✈✐✈❛❧ ❛♥❞ ♠♦rt❛❧✐t②

❆♥ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐♥ t❤❡
❞♦❝✉♠❡♥t ✏❲❤♦ ♥❡❡❞s t❤❡ ❈♦① ♠♦❞❡❧ ❛♥②✇❛②❄✑ ❛t
❤tt♣s✿✴✴❜❡♥❞✐①❝❛rst❡♥s❡♥✳❝♦♠✴❲♥t❈♠❛✳♣❞❢✳

❚❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ t❤❡ ❈♦①✲♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❋✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❊♣✐ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈✐❣♥❡tt❡s✿
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